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基于椭球滑动体假定和三维简化 
JANBU 法的边坡稳定分析 
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摘  要：采用一般椭球体模拟三维土坡的滑动体，利用三维简化 JANBU 法计算其安全系数，该法假定各个条柱底面的滑动

方向在水平面上的投影相等，借此可用一个变量来表达各个底滑面的滑动方向，简便易行。此外，综合借鉴粒子群优化算法

和和声算法的优点，提出了改进的粒子群算法，并利用对 2 个三维土坡的最危险滑动体进行了搜索，与已有结果进行了对比

分析，表明方法是可行有效的。 
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Three-dimensional slope stability analysis based on ellipsoidal  
sliding body and simplified JANBU method 
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Abstract: The ellipsoidal sliding body is described by using eleven-variable equation, the new version of simplified 
three-dimensional JANBU method, in which only one variable is used to represent the sliding angles along all the column bases, is 
presented and is adopted to calculate the safety factor related to given ellipsoidal sliding body; in the case of determining critical 
sliding body of soil slopes, a new optimization algorithm which takes good advantages of particle swarm optimization and harmony 
search is presented. Two actual slopes in three dimensions are studied using the proposed method in order to demonstrate the 
effectiveness and applicability of the proposed method. Comparative studies have shown that the proposed method is applicable to 
three-dimensional slope stability analysis. 
Key words: slope stability; limit equilibrium method; ellipsoidal sliding body; three-dimensional JANBU method; particle swarm 
optimization algorithm; harmony search algorithm 
 

1  引  言 

目前边坡稳定分析中，二维极限平衡法是常用

的方法，但越来越多的工程实际问题提出了建立三

维边坡稳定分析的要求。因为在实际工程中，边坡

的破坏体往往为多种土体的空间组合，破坏面呈现

复杂几何形状，破坏体本身所承受的外力也不对称。

严格地说，考虑到边坡的这些空间复杂性，边坡稳

定应该进行三维分析，以便更可靠地评价边坡稳定

性。国内外学者相应地进行了大量的研究与探索，

国外专家 Hovland[1]、Cheng 和 Chameau[2]、Hungr[3]、

Lam和 Fredlund[4]等分别基于摩尔-库伦破坏准则和

不同的条柱间作用力假定推导了多种三维极限平衡

安全系数求解方法，取得较好的结果；国内的研

究人员也提出了各自的三维极限分析方法并应用

于实际工程[5－11]。最近，谢谟文[12]等利用 GIS 三维

数据处理的优势，集成 Hovland[1]所提计算安全系数

方法，开发了三维极限平衡分析软件。综上可见，

众多研究者分别采取不同假定推导了不同的安全系

数计算方法，唯一不足之处就是三维临界滑动体的
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确定没有得到足够的重视。陈祖煜[13,14]曾基于上限

定理提出了三维边坡稳定分析方法，其间提出了采

用模拟退火和随机数法来搜索最危险的滑动体，而

且提出了构建三维滑动体的一般方法。其主要思路

为：在假定的中性面上采用二维滑动面的构建方法

形成一条滑动面，然后在垂直中性面方向上按假定

的函数扩展形成滑动体，实施较为复杂。事实上，

对于一般的工程应用，椭球体更易于被工程人员掌

握，本文采用一般椭球体模拟不对称的滑动体，采

用简化 JANBU 法计算对应的三维安全系数，综合

利用粒子群算法及和声算法的优点，提出了快速粒

子群算法搜索三维临界滑动体。对文献中已有的算

例进行了分析对比，说明本文提出的方法是可行的。 

2  三维 JANBU 法 

作为二维简化 JANBU 法的扩展，新型三维

JANBU 法仅仅考虑力的平衡条件，不考虑力矩平衡

条件。与二维条分法类似，首先要对边坡体离散化，

所谓离散化即指将所涉及的整个边坡离散为垂直的

条柱，典型条柱的受力情况如图 1 所示。其中上标

i 和 j 分别为条柱的位置，即第 i 行和第 j 列；下标 xz
和 yz 分别为平行于 x z 和 y z 平面； ,i jW 为编号

(i, j)的条柱重量； ,i j
zP 为作用在条柱上的垂直荷载。

相应地， , ,,i j i j
x yP P 分别为作用在条柱上沿 ,x y 方向

的外荷载； ,i jN 为底滑面的法向力； ,i jS 为底滑面

上的剪力，其在平行于 y z 平面上的分量记为
,i j

yzS 。类似地，在平行于 x z 平面上的分量记为
,i j

xzS ； ,i j 为 ,i jS 与 ,i j
xzS 之间的夹角，该夹角在水平

面 x y 上的投影记为 h
,i j ； ,i j 为 ,i j

yzS 与 ,i j
xzS 之间的

夹角； ,i j
xE ， ,i j

yE 分别代表条柱侧面上沿坐标轴 x ，
y 方向的推力； ,i j

xH ， ,i j
yH 分别为在垂直于坐标轴

x， y 平面上的水平剪力； ,i j
xX ， ,i j

yX 分别为在垂直

于 坐 标 轴 x ， y 平 面 上 的 垂 直 向 剪 力 ；
, , ,

1 2 3{ ,  ,  }i j i j i jg g g 为 底 滑 面 ,i jN 的 单 位 矢 量 ；
, , ,

1 2 3{ ,  ,  }i j i j i jf f f 为 ,i jS 的单位矢量。黄景川[15]详细推

导了底滑面上 ,i jN ， ,i jS 的单位矢量，为叙述方便

给出其最终结果，如式（1）～（3）所示。 
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图 1  典型条柱上的力 

Fig.1  Forces acting on typical column 
 

此外，黄景川[15]推导了 h
,i j 与 ,i j 之间的关系： 

,
,h 1

, ,
, ,

sin cos
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     （4） 

将式（4）稍作变换，可得到式（5），本文简化

JANBU 法中假定各条柱底滑面的 ,i j 在水平面投

影后的 h
,i j 相等（记为 h ），这样就可以用一个变

量表达各个条柱底滑面的滑动方向，非常简便。 

,1
, ,
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忽略条柱侧面上的 , , , ,, , ,i j i j i j i j
x y x yH H X X ，根据摩

尔-库仑准则，可得到下式： 
, , , ,

,

s

( ) tani j i j i j i j
i j c N US

F
 

    （6） 

式中： sF 为整体安全系数； ,i jc 为底滑面总的黏聚

力； ,i jU 为底滑面上的水压力； ,i j 为底滑面所处土

层的摩擦角。根据 z 方向力的平衡条件得到下式： 
, , , , , ,

3 3 ( ) 0i j i j i j i j i j i j
zN g S f W P       （7） 

由 x 方向的整体力平衡条件得到： 
, ,

, , , ,
1 1  0

i j i j
x x

i j i j i j i j

P K W

N g S f

   
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     （8） 

类似地，y 方向的整体力平衡条件得到： 
, ,

, , , ,
2 2  0

i j i j
y y

i j i j i j i j

P K W

N g S f
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联合式（6）～（8），可以得到 x 方向的安全系
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数为 
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联合式（6）、式（7）、式（9）可以得到 y 方向

的安全系数为 
, ,

, , 3 2
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式中：Kx，Ky分别为 x，y 向的地震系数。三维整体

安全系数的具体求解步骤如下： 
（1）在合理范围内假定一个 h ； 
（2）分别利用式（10）、式（11）迭代求解 sxF

及 syF ； 
（3）若求得的 s sx yF F ，计算停止，安全系数

s s sx yF F F  ；否则，重新假定 h ，转第（2）步继

续迭代。 

3  滑动体的椭球描述 

在将边坡体离散为 n m 个条柱后（沿 x 方向称

之为行，沿 y 方向称之为列，x，y 方向等间距离散，

其间距为条柱尺寸），对给定的滑动体，需要逐一检

查每一个条柱顶面是否在滑动体内。若是，则利用

滑动体信息确定该条柱的底滑面；若不是，则该条

柱不参与安全系数的计算。判断某条柱是否在滑动

体内有两种途径，一是 Boundary = 0，即条柱顶面

4 个顶点中只要有一个不在滑动体内，该条柱就不

参与安全系数的计算；二是判断条柱顶面的中心点

是否在滑动体内。若是，则参与安全系数计算；否

则，不参与计算，即 Boundary = 1。当条柱尺寸过

大时，Boundary = 0，能引起较大的误差，建议条

柱尺寸取小一些。图 2 中， d d d( , , )x y z 和 u u u( , , )x y z
是滑动体与坡体表面的两交点， o o o, ,x y z 是椭球体

的球心，用户可考虑绕 , ,x y z 3 个轴的转动 , ,   ，

利用坐标变换得到最终的椭球方程。 

 
图 2  滑动体模拟示意图 

Fig.2  Schematic view of sliding body 
 

应用椭球体模拟滑动体，共需 11 个变量，即

u u d d,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ox y x y x a b c    。需注意以下约

束条件： 
（1）根据 u u u d d d( , , ), ( , , )x y z x y z 两点求解椭球

球 心 时 会 得 到 如 图 2 所 示 的 两 个 球 心

o o o o o o( , , ),  ( , , )x y z x y z   ，根据坡体选择 o o o( , , )x y z 作

为可行的椭球球心。 
（2）如图 3(a)所示，坡体表面（某条柱顶面沿

x 轴方向）与椭球体表面相交点，位于椭球体与

Cons.y  （Cons.为某定值）平面相交所得椭圆的

上半段，这种情况应避免，可行条件是交点位于下

半段。 
（3）同约束条件（2），图 3(b)所示同样是不可

行的，坡体表面（某条柱顶面沿 y 轴方向）与椭球

体表面相交点，应位于椭球体与 Cons.x  平面相交

所得椭圆的下半段。 
（4）如图 3(c)所示，某一行（列）条柱中，参

与计算的条柱可能存在不连续分布的情况。此时，

应该沿滑动方向取连续的那些条柱参与计算，其余

不参与计算。 

 
图 3  几种约束条件示意图 

Fig.3  Schematic view of several constraints 

4  改进粒子群算法 

粒子群优化算法（PSO）最早由 Kennedy 和
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Eberhart 于 1995 年提出[16]，其基本概念源于对鸟群

捕食行为的研究。PSO 中，每个优化问题的潜在解

都是搜索空间中的一只鸟，称之为“粒子”。所有的

粒子都有一个由优化问题决定的适应值及一个速度

来决定它飞行的方向和距离。在一个 D 维的目标搜

索空间中，由 M 个粒子组成一个群落，第 i 个粒子

的位置为一个 D 维的向量 1 2( , ,..., ),i i i iDx x xL  
1,2,...,i M ，本文中 11D  ，即 iL 中各分量值与描

述椭球的 11 个变量值相对应。根据优化问题的目标

函数就可确定该粒子的适应值大小，在此即椭球滑

动体的三维极限平衡安全系数，可由上节介绍的迭

代步骤求得。第 i 个粒子的“飞翔”速度也是一个 D
维向量，记为 1 2( , ,..., )i i i iDv v vV ，第 i 个粒子的 pbest
记为 1 2( , ,..., )i i i iDp p pQ ，i = 1,…, M。全局极值

gbest 记为 1 2( , ,..., )g g g gDp p pQ ，其相应的目标函

数值为 gf 。在当前迭代步 k，采用下列公式对粒子

进行操作以得到下一步的飞行速度和位置。 
1

1 1 2 2( ) (k k k k k k
ij ij ij ij gj ijv wv c r p x c r p x         （14） 

1 1k k k
ij ij ijx x v             （15） 

式中：i = 1,2,…, M；j=1,2,…D。学习因子 c1和 c2

为非负常数；r1 和 r2 为介于[0,1]之间的随机数；w
为惯性因子，它对算法的全局收敛有重要影响，一

般较大值有利于跳出局部极小点；反之，则有利于

算法收敛。 
众所周知，惯性因子对计算结果影响很大，目

前也没有较好地确定 w 的方法。究其原因，笔者以

为是不适当的w引起大量的粒子超越变量本身合理

的取值范围所导致，在这种情况下，粒子群算法一

般会将变量的边界值赋给那些越界粒子的相应分

量，这种处理方式有待改进；其次，粒子群算法在

每次迭代步内会更新每个粒子的位置，并计算其目

标函数，对于优化变量个数较少或者目标函数计算

简单的优化问题而言是可行的，但对于目标函数计

算耗时多或者优化变量个数较多(多于 50 个)的问

题，每次迭代步中逐一更新每个粒子的位置，并对

其评估是一件耗时较大的工作，本文拟在上述两个

方面进行改进，以适应三维边坡稳定分析的需要。

本文中，当粒子飞行越界时，采用 Geem[17,18]等人

提 出 的 和 声 策 略 处 理 ， 该 策 略 将 乐 器 i
（ 1, 2,...,i D ）类比于优化问题中的第 i 个设计变

量（如模拟椭球体的变量），各乐器声调的和声（譬

如给定变量值的椭球）Hj ( 1,2,..., )j M 相当于优化

问题的第 j 个解向量，其中 Hj 1 2( , ,...,j jhm hm  
)jDhm ，评价类比于目标函数（譬如：三维极限平

衡安全系数）。该策略利用和声记忆库 HM
（Harmony Memory）内的 M 个和声与 2 个参数

HR，PR 搜索新解 new H new,1 new,( ,..., )Dhm hm ，图 4
给出了和声策略产生每个分量的步骤。 

 

 

 

 

 

 
  

 

 
 

图 4   和声算法产生新解分量步骤  

Fig.4  steps for generating element of new solution by 
harmony search algorithm 

 
改进粒子群算法的迭代步骤如下： 
（1）初始化参数 1 2 1 2 3, , , , , ,M c c w N N N ，迭代

次数计数器 0counter  ，目前最优解、最优值

opt opt, fQ 。 opt 10 000.0f  ， 3 1N N 。 
（2）随机给定 , , 1,2...,i i i ML V ，并计算各个

粒子的目标函数值，更新 ,g iQ Q ，所谓更新即判断

目前群体最优值是否优于已有群体最优值。若是，

则替换已有群体最优值；否则，保持已有群体最优

值不变，对个体极值也有类似概念。 
（3）随机选择 ZN 个粒子，利用式（14）、式

（15）更新它们的速度、位置。 
（4）对上述所得位置进行检查，找出粒子越界

的各个分量，利用和声算法产生新解分量的策略（如

图 6 所示）重新产生一个数值，并赋给粒子越界的

各个分量。 
（5）计算 ZN 个粒子的目标函数值，更新

,g iQ Q ， 1counter counter  。 
（6）如果 3counter N ，则判断 opt gf f  ≤ 。

若 满 足 ， 则 停 止 ； 若 opt gf f   ， 则

opt g opt g,  f f Q Q ， 3N  3 2N N ，转步骤（3）；
若 3counter N ，则转步骤（3）。其中 1 2 3, ,N N N 用

于控制算法的收敛判断，即首先允许算法迭代 1N
次，记住此时的 gQ ，再迭代 2N 次。若 gQ 没有改进，

则算法停止；否则进行下一个 2N 次迭代，如此反复，

产生 (0, 1)之间的随机数 r1 

 

r1< HR 

hmnew,j = hmki 

 1, 2,...,k M  

在( ,i il u )内随机 

产生 hmnew,j 

 
产生 (0, 1)之间 
的随机数 r2 

 

hmnew,j保持不变 
否 

否 

是 

是 hmnew,j对进行微小扰动 

r2<PR 

得到最终 hmnew,j 
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直至算法停止。在求解以下 2 个算例时，

1 2 1 22.0, 0.5, 100, 20, 0.98,c c w N N HR PR      

0.1。 

5  算  例 

5.1  算例 1 
考虑坡角 为 45°的均质土坡，土坡材料的力

学参数为： 320 kN/m ,  0.0 kPa,  =45c   °，对于

无凝聚力的均质土坡，其理论解等于 tan / tan  ，

取边坡长度（沿 y 轴方向）、宽度（沿 x 轴方向）均

为 20 m，利用本文提出的方法进行了计算。11 个优

化设计变量取值的上下限设置如下：2.0，19.0；11.0，
20.0；2.0，19.0；1.0，9.0；2.0，19.0；1.0，14.0；
2.0，12.0；1.0，10.0；0.0，180.0；00.0，180.0；0.0，
0.0。条柱尺寸分别取 0.1，0.2，0.4，0.5 m，采用 2
种判断方法确定参与计算的条柱个数，计算得到的

结果列于表 1 中。由表可见，本文计算结果与理论

解 1.0 基本一致，Boundary = 0 时，误差稍大，图 5
给出了条柱尺寸为 0.1 m，Boundary = 0 时所求结果

对应滑动体的等轴侧图，图 6 为其相应的右视图。

由图可见，滑动方式是沿斜坡方向的表层滑动。 
 

表 1  土坡 1不同条柱尺寸下计算结果 

Table 1  Summary of results under different column sizes 
条柱尺寸/ m 

Boundary 值 
0.1 0.2 0.4 0.5 

0 1.034 1.015 0.986 0.979 
1 1.015 1.012 1.005 0.996 

 
图 5  临界滑动体等轴侧视图 

Fig.5  Normal axonometric view of sliding body 

 
图 6  临界滑动体右视图 

Fig.6  Right view of sliding body 
 

由于算例 1 中仅考虑了自重荷载，求得的

h 0  ，即滑动沿 －x 方向。假设固定 0.3xK  ， yK
由 0.0 增长到 0.5，计算所得的安全系数与 h 示于

表 2 中；类似地，固定 0.3yK  ， xK 由 0.0 增长到

0.5，计算所得的安全系数与 h 示于表 3 中。 
 

表 2  Kx = 0.3 时，Fs, h随 Ky的变化 
Table 2  Variation of Fs, h with Ky under Kx = 0.3 

Ky 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

Fs 0.564 0.535 0.525 0.510 0.493 0.472 

h/ (°) 0.00 8.74 17.10 24.78 31.61 37.57 

 
表 3  Ky = 0.3 时，Fs, h 随 Kx的变化 

Table 3  Variation of Fs, h with Kx under Ky = 0.3 

Kx 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

Fs  0.92 0.762 0.627 0.510 0.409 0.321 

h/ (°) 30.96 28.57 26.57 24.78 23.21 21.83 

 
从表 2 可以看出， xK 固定为 0.3 下，随着 yK 由

0 逐渐增加到 0.5，安全系数从 0.564 减小到 0.472，
滑动角度从 0 增加到 37.57°。而由表 3 可见，当 yK
固定为 0.3 时，随着 xK 由 0 逐渐增加到 0.5，安全

系数从 0.92 减小到 0.321，滑动角从 30.96°减小到

21.83°。这证明了本文方法的正确性。 
5.2  算例 2 

Arai K[19]利用数学规划法和简化 JANBU 法计

算过一个失稳的非均质土坡，本文将其拓展到三维

来验证本文方法的有效性。表 4 给出了其各层材料

的计算参数。 
 

表 4   土坡 2 土层参数 
Table 4  parameters of example slope 2 

土层  / kN·m3 c/ kPa / (°) 

1 18.82 29.4 12.0 

2 18.82 9.8 5.0 

3 18.82 294.0 40.0 

 
分别取长度为 30，40，60，80，120 m，坡体

宽度固定为 96 m，取条柱尺寸等于 0.5 m，boundary 
= 0，采用本文改进 PSO 和基本的 PSO 来搜索临界

滑动体，比较结果示于图 7。随着坡体长宽比的不

断增大，坡体的三维效应随之减弱，一般长宽比大

于 4.0 时，即可简化为二维问题来求解。图 7 说明，

两种 PSO 均能模拟这种趋势，随着长宽比的增大，

安全系数不断减小，最后趋于平缓。但在相同长宽

比下，基本 PSO 算法搜索到的最小安全系数均比本

文 PSO 算法大，基本 PSO 由于不能处理好越界粒

子的位置，而易陷入局部最小值。图 8、图 9 分别

示出了坡体长度等于 60 m 时所求得的临界滑动体

(0,0,5) 

(0,20,5) 

(5,0,5) 

(11,0,11) 
(20,0,11) 

(5,20,5) 

(11,20,11) 

(20,20,11) 

2443 



                                            岩    土    力    学                                   2008 年 

的等轴侧图和右视图，分别取 10 my  ， 20 my  ，

30 my  三个剖面，所截得的滑动面与 Arai 提供的

结果进行了比较，如图 10 所示。比较可见， 30 my 
剖面上的滑动面与 Arai 结果基本上一致。 

 
图 7  安全系数随坡体长度的变化 

Fig.7  Variation of factor of safety with length of slope 

 
图 8  临界滑动体的等轴测图 

Fig.8  Normal axonometric view of sliding body 
 

 
图 9  临界滑动体的右视图 

Fig.9  Right view of sliding body 

 
图 10  不同剖面上的滑动面比较 

Fig.10  Comparison of sliding surfaces under  
different cross sections 

6  结  论 

基于二维简化 JANBU 法假定，提出了一种简

化的三维 JANBU 法以求解滑动体的安全系数，该

法的特点是假定各个条柱底面的滑动方向在水平面

上的投影相等，借此可用一个变量来表达各个底滑

面的滑动方向，通过力的平衡来求解安全系数；利

用一般的椭球滑动体来模拟常见的滑动体，通过分

析由于不当w值引起的越界粒子而导致算法陷入局

部最优，借鉴和声算法产生新解的方式来处理越界

粒子的位置，提出了一种改进的粒子群算法，利用

均质土坡和复杂土坡来验证算法的有效性，可以作

为求解三维土坡稳定性的一种尝试。 
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